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摘 要： 为解决Ｃａｐｏｎ波束形成器在存在导向矢量失配时的性能急剧下降问题，提出了一种结合广义旁瓣对消
器和稳健最小二乘的鲁棒波束形成算法．该算法利用广义旁瓣对消器原理将Ｃａｐｏｎ波束形成器转化为最小二乘问题，
然后在数据协方差矩阵误差的范数约束下将其转化为二阶锥规划问题，并利用高效内点法得到最优解．所提出的算法
经推导证明属于对角加载类．仿真分析表明，该算法在导向矢量失配和快拍不足时仍具有较好的性能．
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１ 引言

自适应波束形成是阵列信号处理中的关键技术之

一，被广泛应用于无线电通信，雷达，声呐和医学成像等

领域［１］．自适应波束形成算法设计可以归结为某一准则
下的多参数最优化问题，主要准则有最大信干噪比准

则、最大熵准则、最小均方误差准则［２］等．如典型的
Ｃａｐｏｎ波束形成器是在保证对感兴趣方位的信号无失
真输出的条件下，最大限度地提高输出信噪比［３］，具有

较好的方位分辨能力和较强的干扰抑制能力．但由于
Ｃａｐｏｎ波束形成器是建立在假设阵列对期望信号响应
精确已知的基础上．在实际应用中，当存在观察方向误
差、阵型标定误差、快拍数有限或信号与干扰间存在相

关性等失配情况时，Ｃａｐｏｎ波束形成器会将信号当作干
扰而形成零陷［３］，导致信号相消现象．为减小 Ｃａｐｏｎ波
束形成器在条件失配时引起的性能下降问题，近年来出

现了很多改进波束形成器鲁棒性的方法，其中对角加载

类方法得到了广泛的研究，但如何确定合适的对角加载

量仍是一个难题．ＬｉＪｉａｎ等提出的稳健 Ｃａｐｏｎ波束形成
（ＲｏｂｕｓｔＣａｐｏｎＢｅａｍｆｏｒｍｉｎｇ，ＲＣＢ）［４］、双稳健波束形（Ｄｏｕ
ｂｌｙＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＲｏｂｕｓｔＣａｐｏｎＢｅａｍｆｏｒｍｉｎｇ，ＤＣＲＣＢ）［５］，Ｇｅｒ
ｓｈｍａｎ等提出的基于最差情况下性能最优稳健自适应
波束形成［６］均利用导向矢量误差不确定集来计算对角

加载量，缺点是算法的性能易受参数选择的影响．基于
岭回归的自适应波束形成（ＨｏｅｒｌＫｅｎｎａｒｄＢａｌｄｗｉｎ，
ＨＫＢ）［７］和基于广义线性组合的协方差矩阵修正法
（ＧｅｎｅｒａｌＬｉｎｅａｒＣｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ，ＧＬＣ）［８］可自动根据阵列接收
的数据确定对角加载量，无需进行参数的选择．但在不
存在导向矢量误差且快拍较大时 Ｃａｐｏｎ波束形成器性
能已接近最优，而此时 ＨＫＢ方法仍会生成很大对角加
载量，从而导致性能出现明显下降．而 ＧＬＣ方法在快拍
数较大时会生成很小的对角加载量，因而失去抵抗导向
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矢量误差的鲁棒性．
针对自适应波束形成在存在失配时性能下降的问

题，本文提出了一种基于广义旁瓣对消和稳健最小二

乘相结合的鲁棒波束形成算法（ＲｏｂｕｓｔＣａｐｏｎＢｅａｍｆｏｒｍ
ｉｎｇｂａｓｅｄｏｎＲｏｂｕｓｔＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＲＬＳＲＣＢ）．该算法可以
减小声呐系统等在实际应用中受环境和条件失配的影

响．计算机仿真和分析证明了该算法的有效性．文中矩
阵的范数均为 Ｆ范数．

２ 鲁棒自适应波束形成

考虑 Ｍ元均匀线阵，阵元间距为 ｄ，假设信号、干
扰和噪声均互不相关．阵列接收数据的理论协方差矩
阵可以表示为：

Ｒ＝δ２０ａ０ａΗ０＋∑
Ｋ

ｋ＝１
δ
２
ｋａｋａΗｋ＋Ｑ （１）

式中，δ
２
０和｛δ

２
ｋ｝
Ｋ
ｋ＝１分别表示期望信号和 Ｋ个干扰的功

率；ａ０和｛ａｋ｝Ｋｋ＝１分别表示相应的导向矢量；Ｑ表示阵
列噪声协方差矩阵；（·）Η表示矩阵或向量的共轭转置．
在实际应用中，Ｒ通常由Ｎ次采样数据协方差矩阵 Ｒ^
估计

Ｒ^＝１Ｎ∑
Ｎ

ｎ＝１
ｘ（ｎ）ｘΗ（ｎ） （２）

式中 ｘ（ｎ）表示第 ｎ次快拍．
标准Ｃａｐｏｎ波束形成可描述为［３］

ｍｉｎ
ｗ
ｗΗＲｗ ｓ．ｔ．ｗΗａｓ＝１ （３）

式中，ｗ∈ＣＭ×１为加权向量；ａｓ表示假设的导向矢量．
利用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法得到上式的解

ｗｓ＝
Ｒ－１ａｓ
ａΗｓＲ－１ａｓ

（４）

文献［５］从协方差矩阵拟和的角度出发，提出了稳健
Ｃａｐｏｎ波束形成方法（ＲＣＢ）．假设信号导向矢量误差属于
式（５）所示的不确定集，将ＲＣＢ波束形成问题表述为

ｍａｘ
δ
２
δ
２ ｓ．ｔ．Ｒ－δ２ａｓａΗｓ≥０

‖ａｓ－ａ０‖≤ε０

（５）

式中ε０是用户指定的导向矢量误差范数上界．通过计
算最佳导向矢量珔ａｓ，进行范数归一化后，ＲＣＢ波束形成
器的加权向量可表示为

ｗｒ＝
Ｒ－１珔ａｓ
珔ａΗｓＲ－１珔ａｓ

（６）

３ 基于稳健最小二乘的鲁棒自适应波束形
成器（ＲＬＳＲＣＢ）

３１ ＲＬＳＲＣＢ算法描述
利用广义旁瓣对消的结构，可将标准 Ｃａｐｏｎ波束形

成器的权值 ｗ改写为

ｗ＝
ａｓ
Ｍ－Ｑη （７）

式中：Ｑ∈ＣＭ×（Ｍ－１）为列满秩阻塞矩阵，满足 ＱΗａｓ＝０
且 ＱΗＱ＝Ι；η∈ＣＭ－１为待求向量．Ｑ可由ａｓ的 ＱＲ分
解所得正交矩阵的后 Ｍ－１列向量组成［７］．这样标准
Ｃａｐｏｎ波束形成（３）可表示为

ｍｉｎ
η
Ｑη－

ａｓ( )Ｍ
Ｈ
Ｒ^ Ｑη－

ａｓ( )Ｍ ＝ｍｉｎ
η
Ｒ^１／２Ｑη－Ｒ^１／２

ａｓ





Ｍ

２

（８）
式中 Ｒ^１／２为 Ｒ^正定 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ平方根，而 ｗΗａｓ＝１自然

满足．令 Ａ＝Ｒ^１／２Ｑ，ｂ＝Ｒ^１／２
ａｓ
Ｍ，则式（８）可视为如下最

小二乘问题

ｍｉｎ
η
Ａη－

 

ｂ （９）

由于 Ａ，ｂ均由 Ｒ^计算得到，由于快拍有限等的限制，^Ｒ
和理想协方差矩阵Ｒ存在误差，导致 Ａ和ｂ存在误差，
而最小二乘解对此误差不具备稳健性．假设 Ａ和ｂ的
误差分别为ΔＡ和Δｂ，则

ΔＡ＝（Ｒ１／２－Ｒ^１／２）Ｑ （１０）

Δｂ＝（Ｒ１／２－Ｒ^１／２）ａｓ／Ｍ （１１）
式（９）更为精确的表达式为

ｍｉｎ
η

（Ａ＋ΔＡ）η－（ｂ＋Δｂ

 

） （１２）

令 ［ΔＡΔｂ

 

］ ＝ （Ｒ１／２－Ｒ^１／２）［Ｑａｓ／Ｍ

 

］≤ρ，其中ρ
为和采样数据协方差矩阵误差有关的常数．为了行文
连续性，关于ρ计算将在下小节介绍．稳健最小二乘问
题表述为

ｆ（Α，ｂ，ρ）＝ｍｉｎ
η

ｍａｘ
［ΔＡΔｂ

 

］ ≤ρ
（Ａ＋ΔＡ）η－（ｂ＋Δｂ

 

）

＝ｍｉｎ
η

ｍａｘ
［ΔＡ
′
Δｂ
′

 

］ ≤１
ρ （Ａ′＋ΔＡ′）η－（ｂ′＋Δｂ′

 

）

（１３）
式中 Ａ′＝Ａ／ρ，ΔΑ

′＝ΔＡ／ρ，ｂ
′＝ｂ／ρ，Δｂ

′＝Δｂ／ρ．对
任意ρ＞０，ｆ（Ａ，ｂ，ρ）＝ρｆ（Ａ

′，ｂ′，１），而ρ为常数不影
响式（１３）的解．当 ΔＡ′Δｂ

 

′ ＝１时，取得最差情况．根
据三角不等式

ｍａｘ
‖ΔＡΔｂ‖＝１

（Ａ′＋ΔＡ′）η－（ｂ′＋Δｂ′

 

） ＝

Ａ′η－ｂ

 ′ ＋

 

η
２槡 ＋１

（１４）

式（１４）成立的条件是两向量（Ａ′＋ΔＡ′）η和ｂ′＋Δｂ′同
相，即

［ΔＡ′Δｂ′］＝
ｕ 

η
２槡 ＋１
［η
Η １］ （１５）

式中 ｕ＝
Ａ′η－ｂ′

‖Ａ′η－ｂ′‖
，Ａ′η≠ｂ′{

单位向量， 其它

．

此时，ｆ（Ａ′，ｂ′，１）＝ｍｉｎ
η
‖ Ａ′η －ｂ′‖ ＋

‖η‖２槡 ＋１．此最优问题可以转化为二阶锥规划问
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题［９］

ｍｉｎτ１ ｓ．ｔ． ‖Ａ′η－ｂ′‖τ１－τ２

‖［ηＨ １］Ｈ‖τ２ （１６）
式（１６）可以通过高效内点法［１０］求解．得到最佳η′

后，通过式（７）计算最佳权值

ｗ＝
ａｓ
Ｍ－Ｑη′ （１７）

３２ 关于ρ的取值

假设实际数据协方差矩阵 Ｒ和估计数据协方差矩
阵 Ｒ^之间存在误差矩阵Δ且满足

‖Δ‖γ （１８）
在误差矩阵的范数约束下式（８）也可以表示为

ｍｉｎ
ｗ
ｍａｘ
‖Δ‖γ

ｗＨ（^Ｒ＋Δ）ｗ （１９）

由于ρ的取值和最差情况下的Δ有关．为计算满
足式（１９）的Δ和方便表述问题，先考虑如下问题

ｍａｘ
Δ
ｗＨ（^Ｒ＋Δ）ｗ ｓ．ｔ．‖Δ‖γ （２０）

利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法可得式（２０）的解［１１］

Δ＝γ
ｗｗＨ

‖ｗ‖２
（２１）

将式（２１）带入式（１９），目标函数变为
ｍｉｎ
ｗ
ｗＨ（^Ｒ＋γＩ）ｗ （２２）

式中 Ｉ为单位矩阵．由式（２２）可看出，在满足误差矩阵
范数约束的条件下，最差情况的实际数据协方差矩阵

为 Ｒ＝Ｒ^＋γＩ．将其带入式（１０）和式（１１）可得

ρ＝‖ （^Ｒ＋γＩ）
１
２－Ｒ^( )１２ ［Ｑ

ａｓ
Ｍ］‖ （２３）

一般情况下，γ的值会随输入信号的功率变化，为

消除这种不确定性，引入新的参数γ０，满足

γ＝
ｔｒ（^Ｒ）γ０
Ｍ （２４）

式中ｔｒ（·）表示矩阵的迹．虽然关于γ０的取值没有明确
的固定表达式和取值范围，但从下文的仿真可看出本

文算法对γ０取值并不敏感．为缩小 Ｒ^与Ｒ间的误差，
可先利用ＧＬＣ方法对 Ｒ^进行预处理．
３３ ＲＬＳＲＣＢ和对角加载类算法的关系

式（１６）属于线性二阶锥规划问题，标准形式为［９］

ｍｉｎ
ｘ
ｃＴｘ

ｓ．ｔ．Ａｉｘ－ｂｉ∈Ｑｍｉ＋１ ，ｉ＝１，２…Ｊ
（２５）

式中，ｘ∈Ｃｎ为优化变量，ｃ∈Ｃｎ，Ａｉ∈Ｃ（ｍｉ＋１）×ｎ，ｂｉ∈
Ｃｍｉ＋１，Ｊ为约束条件个数，Ｑｍｉ＋１是 Ｃ

ｍｉ＋１空间的二阶锥：

Ｑｍｉ＋１＝｛［ｓ０ 珋ｓ］∈Ｃ
ｍｉ＋１｜ｓ０‖珋ｓ‖｝．式（２５）的对偶问

题为

ｍａｘ∑
Ｊ

ｉ＝１
ｂＨｉｙｉ ｓ．ｔ． ｃ－∑

Ｊ

ｉ＝１
ＡＨｉｙｉ＝０

ｙｉ∈Ｑｍｉ＋１，ｉ＝１，２…Ｊ（２６）

由式（２５）和式（２６），可得式（１６）的对偶问题为
ｍａｘｂ′Ηｙ－ｖ

ｓ．ｔ． Ａ′Ηｙ＋ｕ＝０

 
ｙ≤１ [ ]

 
ｕ

ｖ ≤１
（２７）

式中：ｙ∈ＣＭ，ｕ∈ＣＭ－１，ｖ∈Ｃ为优化变量．二阶锥规划
问题（１６）和其对偶问题均为严格可行，二者之间对偶间
隙为零．即下式成立

τ１＝ Ａ′η－ｂ

 
′ ＋

 

η
２槡 ＋１

＝ｂ′Ηｙ－ｖ
＝－（Ａ′η－ｂ′）Ηｙ－［η；１］Η［－Ａ′Ηｙ；ｖ］

（２８）

利用式（２７）中的约束条件 －Ａ′Ηｙ＝ｕ且

 

ｙ≤１，
［ｕΤ，ｖ

 

］≤１．可得

ｙ＝－ Ａ′η－ｂ′
Ａ′η－ｂ

 

′ （２９）

［ｕΤ，ｖ］＝－ ［η
Τ，１］ 

η
２槡 ＋１

（３０）

将式（２９）和式（３０）带入－Ａ′Ηｙ＝ｕ化简得

η＝（Ａ′ΗＡ′＋μＩ）
－１Ａ′Ηｂ′ （３１）

式中μ＝
τ１－τ２
τ２

＝ Ａ′η－ｂ

 

′

 

η
２槡 ＋１

．式（３１）的形式正是岭回

归模型的解．可以证明在式（３１）形式下波束形成加权值
为

ｗＤ＝
（^Ｒ＋μＩ）

－１ａｓ
ａΗｓ（^Ｒ＋μＩ）

－１ａｓ
（３２）

式中μ视为对角加载因子．从而证明本文算法属于对
角加载类算法．至此，ＲＬＳＲＣＢ能提高 Ｃａｐｏｎ波束形成
器稳健性的原因可从以下两个方面解释：（１）保证在信
号协方差矩阵估计最差情况下波束输出噪声功率最

小；（２）等价于对角加载类算法，通过对角加载量的选
择减少数据协方差矩阵中白噪声的特征值扩散程度从

而使旁瓣降低，稳健性提高．

４ 仿真结果与分析

为验证本文提出算法的性能，设计了以下几组实

验．假设一个１０元均匀线阵，阵元间距为半波长．三组
平面波分别从－２５°，１０°和３５°方向入射到基阵．其中１０°
方向的信号为期望信号，其他两组信号为干扰，信号、

干扰和噪声均为互不相关的窄带随机过程．两干扰的
干噪比分别为１０ｄＢ和３０ｄＢ．所有仿真结果均为２００次
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ实验取平均值．对下述方法进行了对比分
析：样本协方差矩阵求逆法 ＳＭＩ，固定对角加载法 ＦＤＬ，
ＨＫＢ，ＧＬＣ和 ＳＣＢ．其中对角加载法的加载量为１０倍白
噪声功率（假设白噪声功率精确已知），ＲＣＢ的参数随
具体情况取最优．
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４１ 对导向矢量误差稳健性的对比

假设实际导向矢量存在白复高斯随机误差即 ａ０＝
ａｓ＋ｅ，其中 ｅ为服从均值为０协方差矩阵为δ２Ι分布
的复向量，且δ

２＝００１．此时导向矢量误差范数分布概
率Ｐｒ｛ａｓ－ａ

 

０
２≤０１７５｝≥０９８，因此ＲＣＢ较为合适参

数为０２．γ０取２，快拍数为１００．图１显示的是各算法输
出信干噪比随输入信噪比变化曲线，输入信噪比从

－１０ｄＢ到３０ｄＢ变化．其中也显示了最优情况下输出信
干噪比．从图１可以看出，当输入信噪比小于１０ｄＢ时，
本文算法性能和 ＨＫＢ、ＧＬＣ算法性能相当，略优于 ＲＣＢ
算法．当输入信噪比大于 １０ｄＢ时，ＨＫＢ和 ＧＬＣ算法不
能提供足够的鲁棒性，而本文算法依然取得较为理想

的性能．存在导向矢量失配时，自适应波束形成器会将
实际期望信号当作干扰，导致信号自消现象，且信号功

率越大自消现象越严重．ＳＣＢ，ＨＫＢ，ＧＬＣ和 ＦＤＬ算法在
信噪比较高时不能提供足够的鲁棒性，所以输出信干

噪比随输入信噪比增加反而下降．

４２ 对导向矢量误差稳健性的对比

快拍数从１０到１００变化，输入信噪比为２０ｄＢ．存在
和４１节相同的导向矢量误差，其他条件同４１节．图２
显示输出信干噪比随快拍数变化，图３显示功率估计随
快拍数变化．从图２可看出随快拍数增加，本文算法输

出信干噪比均高于其他算法，而当快拍数较高时 ＧＬＣ
算法出现性能下降．从图３可以看出，本文算法在功率
估计方面的性能和参数取值合适下的 ＲＣＢ算法性能相
当，均高于其他算法．

４３ 几种波束形成器的波束图对比．
考虑４１节所述仿真条件，快拍数为１００，假设期望

信号输入信噪比为 ２０ｄＢ．分别考察存在随机导向矢量
误差和观察方向误差时几种波束形成器的波束图的比

较．为了显示清晰只显示了 ＳＣＢ，ＲＣＢ和本文方法．图４
显示存在４１节所述随机导向矢量误差时三种波束形
成方法单次实验波束图．图５显示假设存在１°观察方向
误差时三种波束形成器单次实验波束图．从图４和图５
可看出，ＳＣＢ方法波束图严重变形且存在期望信号自消
现象．ＲＣＢ方法和本文方法保持了较好的波束图，本文
方法在干扰处的零陷更深．

４４ 存在导向矢量误差时γ０取值对算法影响的对

比

实验条件同４１节，快拍为１００．γ０的取值从０５到
２变化．图６显示在不同γ０影响下本文算法输出信干
噪比随输入信噪比变化．从图中可看出在输入信噪比
小于２０ｄＢ时，本文算法性能对γ０的取值并不敏感．当
输出信噪比大于２０ｄＢ时，在 ４种不同取值下输出信干
噪比最大差距约为３ｄＢ．
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４５ 同时存在观察方向误差和导向矢量扰动时的
性能对比

考虑４．１节所述仿真条件，同时假设除了４．１节所
述随机导向矢量扰动误差外还存在观察方向误差．信
号实际方向为１０°，观测方向为１１°，γ０取２，ＲＣＢ算法参
数取１．图７显示各算法输出信干噪比随输入信噪比变
化．从图７可以看出，在整个考虑的输入信噪比范围内，
本文算法性能均好于其他自适应方法．

５ 结论

针对导向矢量存在误差时 Ｃａｐｏｎ波束形成器的阵

增益下降问题，提出了一种结合广义旁瓣对消器和稳

健最小二乘的鲁棒波束形成算法，推导证明了本文算

法属于对角加载类算法．通过仿真对比分析，与目前较
为经典鲁棒波束形成算法相比，本文算法在以下方面

具有更好的性能：（１）存在条件失配时的输出信干噪比
和功率估计精度；（２）波束图中干扰方向的零陷深度；
（３）对人为设定参数的低敏感性．本文算法能提高通信
系统、声呐系统等在实际应用中抗环境、以及阵列本身

失配的能力，具有一定的理论意义和实用价值．
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Ｅｍａｉｌ：ｗａｎｇｙａｎ＠ｈｒｂｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

吴文峰 男，１９８７年６月出生于湖北省天门
市．博士研究生．主要研究方向为阵列信号处理，
稳健波束形成．
Ｅｍａｉｌ：ｗｗｆ＠ｈｒｂｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ
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